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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ 
2-ТОЧЕЧНОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
4-ГО ПОРЯДКА С ВЫРОЖДАЮЩИМИСЯ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
Работа посвящена исследованию свойств решения и постро­
ению схем метода конечных элементов (МКЭ) для обыкновен­
ного дифференциального уравнения четвертого порядка на ин­
тервале П = (О, 1) 
Аи= D2 (x0 a(x)D2u(x)) - D(a1(x)Du(x)) + ао(х)и(х) = f(x) 
с однородными граничными условиями Дирихле 
и(О) = Du(O) = u(l} = Du(1) =О. 
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Предполагаются выполненными следующие условия на коэф­
фициенты уравнения: а < 1, а(х) ~ со > О, а1(х), ао(х) ~ О. 
Ранее для этой задачи (с а 1 =О) в статье [1] анализировались 
схемы МКЭ второго порядка точности с кубическими эрмито­
выми элементами. В предлагаемой работе применяется мульти­
пликати.вное выделение особенности для дискретизации с высо­
ким порядком точности вырождающегося ура.вневия четверто­
го порядка. Особенность задачи состоит в том, что в окрестно­
сти точки х = О дифференциальный оператор А не удовлетво­
ряет условию равномерной эллипти'll!ости. Поэтому решение 
уравнения при а > О в окрестности точки вырождения имеет 
неограниченные производные, что делает малоэффективным 
применение стандартного МКЭ. В данной работе метод числен­
ного решения задачи основывается на мут,типликативном вы­
делении особенности (2], то есть представлении решения в виде 
произведения специального веса и новой неизвестной функции. 
Априорные оценки показывают (теорема 1), что эта функция 
является гладкой и для ее аппроксимации можно использовать 
стандартный кусочно-полиномиальный базис. 
Введем в рассмотрение весовые классы функций на интер­
вале П. Для вещественного "У через L2,7 обозначим простран­
ство измеримых функций с нормой \lul!L2 .-r = l!x-7иllL2 • Через 
н~ будем обозначать пространство функций, имеющих обоб­
щенную производную порядка s класса L2,1 . Это пространство 
является гильбертовым с нормой 
Замыкание множества функций C(f в норме пространства Н~ 
о 
обозначим через H~(n). Замыкание в Н~ бесконечно диффе-
ренцируемых финитных в окрестности точки х = 1 функций 
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обозначим Н~ . Через W~,-y будем обозначать пространство 
функций и, таких, что х-1' D5и Е L00 . 
Положим й(х) = и(х)/а(х) , где и - решение исходной за­
дачи, а(х) = х2-а . Определим оператор А формулой Ай = 
= А(ай). Вместо исходной задачи рассмотрим задачу о нахож­
дении функции й: 
Au(x) = f(x), айlх=О = D(au)lx=O = u(l) = Dй(l) =О. 
Пусть выполнены условия: а - 5/2 - s < 'У < 1/2, а Е 
Е ws+2 · для достаточно малого Е > 0 х 1 -аа1 Е Ws+l оо ' oo,i:-2-s> 
х2-аао Е w.;,,i:_2_ 8 при а - 5/2 - s < / ~ -3/2 - s и х 1 -аа1 Е 
Е H~+I , х2-°'ао Е Н~ при -3/2 - s < / < 1/2. Тогда для 
решения й справедлива теорема гладкости 
Теорема 1. Оператор А осуществляет изоморфизм про­
странства н;~~ n й~ на н~, и справедлива оцен11:а 
Следствие 1. Если а, х 1 -°'а1, х2-0ао, f - функции класа 
C00 (n), то функция и принадлежит C00 (n). 
о Определим на пространстве V = н2_°'12 билинейную форм; 
а и линейный функционал f : 
a(u,v) = J x°'aD2uD2v+a1DuDv+aouvdx, f(v) = J fvdx . 
n n 
Под обобщенным решением исходной задачи будем понимать 
функцию и Е V, которая удовлетворяет равенству 
а(и, v) = f(v) 'V v Е V. 
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Теорема 2. Если 1 ~ а:/2 - 2 - s, а, х2-о:а1, х4-аао Е L00 , 
то решение и Е V вариационной зада•.и существует и един­
ственно для любой правой части f Е Н~. 
Положим V = н-;12_2 . Через а обозначим линейный опера,. 
тор умножения на функцию а(х) = х2-о: . В статье /1] доказана 
Лемма 1. Оnератор и является изоморфизмом простран­
ства V на пространство V. 
Из леммы 1 следует, что вариационная задача на гильбер­
товом пространстве V эквивалентна вариационной задаче на 
гильбертовом пространстве V: найти функцию u Е V, такую, 
что 
a(u,v) = f(v) v v Е v, 
где a(u, v) = а(ии, uv), f(v) = f(av). При этом решения связа­
ны между собой соотношением и = uu. 
На отрезке [О, 1] зададим набор узлов О = хо < х1 < 
< · · · < Xn = 1. Данный набор точек образует разбиение 
7ii = {ek}~=l отрезка на конечные элементы ek = [xk-1,xk] 
с шагом h = шах hk, где hk = Xk-Xk-1, Xk"' ( k)r, r ~ 1 -
k=l , ... 11 n 
степень сгущения сетки к точке х = О. Пусть т ~ 3 - нату-
ральное число. Определим пространство конечных элементов 
s;:1'1 (7h) = {<р Е С1 [0, 1) : <plek Е Pm(ek) V ek Е Th}· Положим 
- 1 - 1 -vh = в;;· n v = {v Е в;;· : v(I) = Dv(1) = о}, vh = aV/i · 
Через Uh Е vh, uh Е vh обозначим приближения Галеркина 
для соответствующих вариационных задач. 
Далее предполагаются выполненными условия на функции 
а, а1, ао, сформулированные перед теоремой 1 при s = т - 3. 
Для оценки погрешности метода справедлива 
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Теорема 3. Пусть а/2 - т + 1 < 'У < 1/2. Тогда дл.я f Е 
Е н;~-3 имеет место оценка 
где В= min{m -1, r(m - 1 +'У- а/2)} . 
Следствие 2. Пусть степень сгущения сетки r = 
= max{l, (m - 1)/(m - 1 +'У - а/2)}, f Е н;-3 • Тогда спра­
ведлива оптимальна.я оценка 
Следствие 3. Если f Е w~-3 , то на равномерной сетке 
(то есть при r = 1 ) имеет место оценка 
Работа выполнена при финансовой nодцержке РФФИ (про­
екты 09-01-97015 и 10-01-00728) . 
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